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В работе рассматривается задача об исследовании поведения электромагнитного поля окрест-
ности диэлектрического ребра. Строится асимптотическое представление электромагнитного поля
задачи дифракции в окрестности угловой точки линии разрыва диэлектрической проницаемости.
Из полученного представления следует, что в окрестности угловой точки линии разрыва диэлектри-
ческой проницаемости главную особенность имеет именно электрическое поле. Продольная компо-
нента ограничена в окрестности угловой точки, а поперечная имеет степенную особенность, причем
вид функции, описывающей особенность, и показатели степени соответствуют полученному ранее
для скалярного случая.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время весьма актуальными являются
задачи дифракции электромагнитного поля на слож-
ных диэлектрических структурах при наличии ребер
на их границах. Хорошо известно, что наличие ребер
и кромок приводит к появлению сингулярности элек-
тромагнитного поля в их окрестности [1]. В задачах
расчета волноведущих систем присутствие угловых то-
чек у границы и у линий разрыва диэлектрической
проницаемости в поперечном сечении волновода при-
водит к появлению особенностей у электромагнитного
поля в окрестности особой точки границы или неодно-
родности заполнения [2–8]. Это существенно услож-
няет применение численных методов для расчета по-
добных систем.

Одним из весьма эффективных способов преодоле-
ния этих проблем является выделение особенности ре-
шения в явном виде, то есть построение асимптотиче-
ского представления электромагнитного поля в окрест-
ности диэлектрического ребра. При этом существен-
но используются результаты по асимптотике решения
эллиптических краевых задач, представленные в ра-
боте В.А. Кондратьева [4], а также С.А. Назарова
и Б.А. Пламеневского [3].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается плоская задача дифракции элек-
тромагнитной волны на диэлектрической клиновидной
структуре (зависимость от координаты z отсутствует).
Предполагается, что электромагнитное поле имеет гар-
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моническую зависимость от времени вида e−iωt:

E(x, y, z, t) = E(x, y)e−iωt,

H(x, y, z, t) = H(x, y)e−iωt.

Магнитная проницаемость среды µ ≡ 1. Диэлектри-
ческая проницаемость ε — кусочно непрерывная ска-
лярная вещественная функция.

Полное поле удовлетворяет системе уравнений
Максвелла

{
rot E = ikH,

rot H = −ikεE,
(1)

где k =
ω

c
— волновой вектор, и условиям сопряжения

на границе раздела диэлектриков

(H · n)|C = 0, [(H× n)]|C = 0,

[(εE · n)]|C = 0, [(E× n)]|C = 0,
(2)

где C — плоскость разрыва диэлектрической проница-
емости, n — вектор нормали.

Полное поле ищется в виде суммы поля падающей
плоской волны и дифрагированного поля

E = E0 + Ẽ, H = H0 + H̃.

Для падающего поля рассматриваются два типа по-
ляризации:

E0 =
{
0; 0;E1e

ikr cosφ
}
, H0 =

{
0; 0;H1e

ikr cosφ
}
.

Для компонент дифрагированного поля ставятся
условия излучения Зоммерфельда на бесконечности.

Вводится цилиндрическая система координат,
ось Oz которой направлена вдоль ребра клина. Для
компонент полного электрического поля из (1) можно
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получить следующую задачу:

1

r2
∂

∂φ

{
1

r

∂Er

∂φ
− ∂

∂r
(rEφ)

}
= −k2εEr,

∂

∂r

{
1

r

∂

∂r
(rEφ)−

1

r

∂Er

∂r

}
= −k2εEφ,

1

r

∂

∂r

(
r
∂Ez

∂r

)
+

1

r2
∂2Ez

∂φ2
= −k2εEz,

с условиями сопряжения на поверхностях разрыва ди-
электрической проницаемости [εEφ]|C = 0, [Er]|C = 0,
[Ez ]|C = 0 и дополнительным условием

div (εE) = 0,⇒ 1

r

∂

∂r
(rεEr) +

1

r

∂ (εEφ)

∂φ
= 0. (3)

2. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ

Чтобы провести детальное исследование поведения
электромагнитного поля в окрестности ребра диэлек-
трического клина, данная задача сначала рассматри-
вается на всей плоскости с бесконечным диэлектриче-
ским клином (диэлектрическая проницаемость берет-
ся кусочно-постоянной). В дальнейшем использование
срезающей функции позволяет свести задачу дифрак-
ции на конечном объекте к задаче на всей плоскости
с бесконечным клином. После преобразований будем
иметь:
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(4)

где α =
ε2 − ε1
ε2 + ε1

,
∂u

∂φ
≡ ∂Er

∂φ
− k2rεEφ, fr(r, φ) = −k2εEr, fφ(r, φ) = −k2εEφ, fz(r, φ) = −k2εEz . Дополнительное

условие (3) принимает вид:

1

r

∂

∂r
(rEr) +

1

r

∂Eφ

∂φ
− 2α

r
(εEφ(r, 0)) δ(φ) +

2α

r
(εEφ(r, ω0)) δ(φ− ω0) = 0.

Чтобы характеризовать особенность решения в окрестности угловой точки линии разрыва диэлектрической
проницаемости и на бесконечности, по аналогии с тем, как это сделано в [9], введем пространство V l

γ с нормой

�u�2V l
γ
=

∑

j+k≤l

[∫ ωo

0

dφ

∫ ∞

0

r2(γ−l+j)

∣∣∣∣
∂j+ku

∂rj∂φk

∣∣∣∣
2

rdr +

∫ 2π

ωo
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0
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∣∣∣∣
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∂rj∂φk

∣∣∣∣
2

rdr

]
,

где l ≥ 0 — целое, γ — любое действительное число. Отметим, что
(
f(M) ∈ L2 ↔ f(M) ∈ V 0

0

)
.

Пусть функции Er(r, φ), Eφ(r, φ), Ez(r, φ) ∈ V l
γ . Следуя [9], проведем замену переменных τ = ln 1

r
, домножим

уравнения (4) на e−2τ и сделаем преобразование Фурье по τ

û(λ, φ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞

u(τ, φ)e−iλτdτ.

Система (4) и дополнительное условие примут вид

1
r2

∂2Êr

∂φ2 (λ, φ) − (1− iλ)
∂Êφ

∂φ
(λ, φ) = −2α(1− iλ)εÊφ(λ, 0)δ(φ)+

+2α(1− iλ)εÊφ(λ, ω0)δ(φ − ω0)− 2α ∂û
∂φ

(λ, 0)δ(φ) + 2α ∂û
∂φ

(λ, ω0)δ(φ− ω0) + F̂r(λ, φ),

−
(
λ2 + 1

)
Êφ(λ, φ) + (1 + iλ)∂Êr

∂φ
(λ, φ) = F̂φ(λ, φ),

−λ2Êz(λ, φ) +
1
r2

∂2Êz

∂φ2 (λ, φ) = F̂z(λ, φ),

(1− iλ)Êr(λ, φ) +
∂Êφ

∂φ
(λ, φ) = 2αεÊφ(λ, 0)δ(φ) − 2αεÊφ(λ, ω0)δ(φ − ω0).
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Решение данной системы может быть построено с помощью функции Грина оператора

Lû = −λ2û(λ, φ) +
∂2

∂φ2
û(λ, φ)

при периодических граничных условиях, которая может быть построена явно

G(φ, ξ) =
−1

2λ shπλ
ch (πλ− λ|ξ − φ|) .

Решение системы для компоненты Êr(λ, φ) примет вид

Êr(λ, φ) = −2α
∂û

∂φ
(λ, 0)G(φ, 0) + 2α

∂û

∂φ
(λ, ω0)G(φ, ω0) +

∫ 2π

0

G(φ, ξ)F̂r(λ, ξ)dξ, (5)

Аналогично тому, как это проделано в [8] для скалярного случая, из уравнения (5) получим систему линейных
алгебраических уравнений относительно ∂û

∂φ
(λ, 0) и ∂û

∂φ
(λ, ω0), решая которую найдем

∂û

∂φ
(λ, 0) =

1

2

[
1

shπ(λ+ i)− αsh(π − ω0)(λ+ i)
+

1

shπ(λ+ i) + αsh(π − ω0)(λ + i)

]
×

×
{
αsh [(π − ω0)(λ+ i)] k2εÊφ(λ+ i, ω0)− αsh [(π − ω0)(λ+ i)]

∫ 2π

0
G′

φ(ω0, ξ)F̂r(λ, ξ)dξ−
−shπ(λ+ i)k2εÊφ(λ+ i, 0) + shπ(λ+ i)

∫ 2π

0 G′
φ(0, ξ)F̂r(λ, ξ)dξ

}
,

∂û

∂φ
(λ, ω0) =

1

2

[
1

shπ(λ+ i)− αsh(π − ω0)(λ+ i)
+

1

shπ(λ + i) + αsh(π − ω0)(λ + i)

]
×

×
{
αsh [(π − ω0)(λ + i)] k2εÊφ(λ+ i, 0)− αsh [(π − ω0)(λ+ i)]

∫ 2π

0
G′

φ(0, ξ)F̂r(λ, ξ)dξ−
−shπ(λ+ i)k2εÊφ(λ+ i, ω0) + shπ(λ + i)

∫ 2π

0 G′
φ(ω0, ξ)F̂r(λ, ξ)dξ

}
,

Тем же методом, что использован в работе [9] для выделения особенности электромагнитного поля в окрестно-
сти ребра в волноводе, удается получить следующее представление радиальной компоненты электрического поля
задачи дифракции в окрестности ребра диэлектрического клина:

Er(r, φ) = χ
∑

0<ν
(1)
k

<1
rν

(1)
k

−1
{
C

(1)
k cos

[
(π − φ) ν

(1)
k

]
+D
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[
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(2)
k
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rν
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k
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C
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k cos

[
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(2)
k

]
+D

(2)
k cos

[
(π − |ω0 − φ|) ν(2)k

]}
+ ℜ(r, φ).

где ν
(1)
k и ν

(2)
k — решения уравнений

sinπν
(1)
k − α sin

(
πν

(1)
k − ν

(1)
k ω0

)
= 0,

sinπν
(2)
k + α sin

(
πν

(2)
k − ν

(2)
k ω0

)
= 0,

(кроме νk = 0), χ(r) =

{
1, r ≤ d/2,
0, r > d,

χ(r) ∈ C∞ — срезающая функция, ℜ(r, φ) — гладкая часть решения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Данное представление поля в окрестности ребра ди-
электрического клина может повысить точность ма-
тематического моделирования дифракции электромаг-

нитного поля на сложных телах содержащих ди-
электрические клиновидные структуры. Знание точ-
ного вида особенности электромагнитного поля поз-
воляет точно приблизить сингулярную часть реше-
ния и свести задачу к аппроксимации гладкой части,
что дает возможность получить скорость сходимости
приближенного решения к точному, соответствующую
гладкому случаю.
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The behavior of the electromagnetic field near a corner point of a line of discontinuity of the permittivity is studied. Using
asymptotic methods, we construct an asymptotic representation of the electromagnetic near a corner point of a line of discontinuity
of permittivity. The representation obtained imply that, in the vicinity of the corner point of the line of discontinuity of permittivity,
the main singularity is in the electric field. The longitudinal component itself is bounded in the neighborhood of the corner point,
and its derivative has a power singularity; the form of the function describing the singularity is as that in the scalar case, considered
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