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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе конспективно (коротко о глав-
ном) обсуждаются основные понятия и физические ве-
личины, определяющие вращательное движение твер-
дого тела такие как, вращение вокруг закрепленной
точки, вращение вокруг закрепленной оси, момент им-
пульса, момент инерции, эллипсоид инерции, мгновен-
ная ось вращения, тензор инерции.

Тема работы выбрана не случайно. Интерес к ней
объясняется тем, что с вращательным движением
приходится встречаться в различных отраслях науки
и техники.

1. ВРАЩАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА

Вращательным движением твердого тела называет-
ся движение, при котором все точки тела движутся по
окружностям, лежащим в плоскостях, перпендикуляр-
ных некоторой неподвижной относительно тела прямой
линии, и с центрами на этой прямой. Эта прямая на-
зывается осью вращения.

Если ось вращения не меняет со временем своей
ориентации ни относительно выбранной системы от-
счета, ни относительно тела, движение тела называ-
ется вращением вокруг закрепленной оси. В случае,
когда тело имеет одну неподвижную точку и через нее
проходит прямая, поворотом вокруг которой в данный
момент времени тело перемещается из данного поло-
жения в бесконечно близкое, эта прямая называется
мгновенной осью вращения. Совокупность вращений
вокруг различных мгновенных осей, которые может со-
вершать тело с одной неподвижной точкой в течение
времени, называется вращением тела вокруг закреп-
ленной точки.

∗E-mail: nifanov@physics.msu.ru
†E-mail: e.majorana@mail.ru

A. Уравнение вращательного движения твердого тела
вокруг закрепленной точки

Это уравнение является основой обсуждаемой те-
мы, поэтому целесообразно начать с его вывода. Пусть
твердое тело движется так, что одна его точка оста-
ется неподвижной в выбранной инерциальной системе
отсчета и совпадает с началом координат, точкой O,
этой системы (рис. 1).

Рис. 1

Запишем уравнение второго закона Ньютона для
произвольной материальной точки тела:

dp

dt
= F,

где p = mv — импульс точки, m и v — ее масса и ско-
рость, F — сумма всех сил, действующих на эту точку
(внешних и внутренних). Умножая обе части уравне-
ния векторно слева на радиус-вектор r данной точки
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относительно точки O, получим следующее уравнение:

r× dp

dt
= r× F.

Покажем, что

r× dp

dt
=

d

dt
(r× p) .

Имеем

d

dt
(r× p) =

dr

dt
× p+ r× dp

dt
,

где первое слагаемое правой части равно нулю, так как

векторы
dr

dt
= v и p = mv коллинеарны.

Окончательно, для произвольной материальной точ-
ки твердого тела, вращающегося вокруг точки O, по-
лучаем следующее уравнение:

d

dt
(r× p) = r× F. (1)

Физическая величина l = r× p называется мо-
ментом импульса материальной точки. Просуммируем
уравнение (1) по всем материальным точкам тела:

∑ d

dt
(r× p) =

∑

r× F. (2)

Величина L =
∑

r× p называется моментом импуль-
са твердого тела относительно неподвижной точки
(точки O).

С учетом этого определения уравнение (2) можно
записать в следующем виде:

dL

dt
=

∑

r× F.

Правая часть последнего уравнения представляет со-
бой сумму моментов внешних и внутренних сил, дей-
ствующих на различные точки тела, относительно точ-
ки O. Пользуясь третьим законом Ньютона, нетруд-
но доказать, что сумма моментов внутренних сил рав-
на нулю. Окончательно, уравнение (2) можно записать
следующим образом:

dL

dt
= M, (3)

где M обозначает сумму моментов всех внешних сил,
действующих на различные точки твердого тела отно-
сительно неподвижной точки O.

Уравнение (3) называется уравнением вращательно-
го движения твердого тела вокруг закрепленной точ-
ки, или уравнением моментов: производная по времени
момента импульса твердого тела относительно закреп-
ленной точки равна векторной сумме моментов всех
внешних сил относительно этой же точки, действую-
щих на различные точки тела.

B. Уравнение вращательного движения твердого тела
вокруг закрепленной оси

Если тело вращается вокруг закрепленной оси (на-
пример, тело закреплено в подшипниках), то все точки
тела движутся по окружностям, лежащим в плоско-
стях, перпендикулярных оси, и с центрами на этой оси
(см. рис. 2).

Рис. 2

Направим ось z неподвижной системы координат
(x, y, z) вдоль оси вращения, а начало координат по-
местим в произвольную точку O на оси вращения.

Для каждой точки справедливы следующие равен-
ства: r = r′ + R, v = ω × R. Учтем их и запишем
выражение для момента импульса тела L относитель-
но точки O в виде:

L =
∑

mr′ × v +
∑

mR× (ω ×R).

Раскрывая двойное векторное произведение второго
слагаемого по правилу

a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b),

получим равенство:

L =
∑

mr′ × v + ω

∑

mR2. (4)

Проекция Lz вектора L на ось z называется момен-
том импульса твердого тела относительно оси z. Так
как в уравнении (4) первое слагаемое в правой ча-
сти есть вектор, перпендикулярный оси z, проекция
Lz определяется равенством:

Lz = ωz

∑

mR2,
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где J =
∑

mR2 — скалярная положительная величи-
на, являющаяся коэффициентом пропорциональности
между Lz и ωz, называется моментом инерции тела
относительно оси z. Таким образом,

Lz = Jωz. (5)

Проекция уравнения (3) на закрепленную ось с уче-
том (5) может быть записана в следующем виде:

Jεz = Mz, (6)

где εz =
dωz

dt
— угловое ускорение, Mz — проекция

на закрепленную ось момента внешних сил. Уравнение
(6) называется уравнением вращательного движения
твердого тела вокруг закрепленной оси.

2. ЭЛЛИПСОИД ИНЕРЦИИ

Момент инерции J =
∑

mR2 является характери-
стикой инертных свойств тела при вращении вокруг
оси и зависит от массы тела и ее распределения отно-
сительно оси вращения. Другими словами, J зависит
от взаимного расположения тела и оси вращения. Рас-
смотрим простейший случай: тело плоское, система ко-
ординат (xOy) жестко связана с телом, закрепленная
ось вращения A′A лежит в плоскости тела и проходит
через начало координат, точку O. Положение оси вра-
щения относительно осей координат (и, следовательно,
относительно тела) определяется углами α и β (рис. 3).
Выразим момент инерции J через углы α и β и коор-
динаты точек тела.

Рис. 3

Момент инерции тела J относительно оси AA′:
J =

∑

mR2 =
∑

m(r2 −OB2); учтем, что r2 = x2+y2,
где x, y — координаты произвольной точки с массой
m; учтем также, что cos2α + cos2β = 1. Определим
OB. Из рис. 3 видно, что OB = OD +DC + CB. Так
как OD = x cosα, DC = EC cosβ, CB = FC cosβ,
EC + FC = y, получаем OB = x cosα+ y cosβ.

Для момента инерции J находим:

J =
∑

m(x2 + y2−x2cos2α−y2cos2β−2xy cosα cosβ),

откуда, проведя преобразования, получаем

J =
∑

my2cos2α+
∑

mx2cos2β−
∑

2mxy cosα cosβ.

Введем следующие обозначения: Jxx =
∑

my2,
Jyy =

∑

mx2 — это моменты инерции тела относи-
тельно координатных осей x и y соответственно, они
называется осевыми и являются положительными ска-
лярными величинами; Jxy =

∑

mxy называется цен-
тробежным моментом инерции, он может быть поло-
жительным, отрицательным или равным нулю в зави-
симости от ориентации тела относительно осей коор-
динат.

В этих обозначениях

J = Jxxcos
2α+ Jyycos

2β − 2Jxy cosα cosβ. (7)

Момент импульса относительно оси A′A описывает-
ся следующим равенством:

L = Jω,

где J определено в (7).
В общем случае, когда тело имеет произвольную

форму, а положение закрепленной оси относительно
осей координат определяется углами α, β и γ, вычис-
ление J , аналогичное предыдущему, но только более
громоздкое, приводит к следующему результату:

J = Jxxcos
2α+Jyycos

2β+Jzzcos
2γ−2Jxy cosα cosβ−

− 2Jxz cosα cos γ − 2Jyz cosβ cos γ, (8)

где

Jxx =
∑

m(y2 + z2), Jyy =
∑

m(x2 + z2),

Jzz =
∑

m(x2 + y2),

Jxy =
∑

mxy, Jxz =
∑

mxz, Jyz =
∑

myz.

Уравнение (8) описывает зависимость J от взаим-
ного расположения тела и оси вращения. Эту зависи-
мость можно интерпретировать графически.

Построение эллипсоида инерции
Преобразуем уравнение (8), разделив обе его части

на J :

Jxx
J

cos2α+
Jyy
J

cos2β +
Jzz
J

cos2γ−

− 2
Jxy
J

cosα cosβ − 2
Jxz
J

cosα cos γ−

− 2
Jyz
J

cosβ cos γ = 1. (9)

Координатные оси Ox, Oy, Oz жестко связаны с те-
лом, а начало координат находится в произвольной
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точке O тела. Через точку O проведем пучок прямых,
направление каждой из которых определено углами α,
β и γ, отсчитываемыми от координатных осей. От точ-
ки O вдоль каждой прямой отложим в одном и том же
произвольном масштабе отрезки длины l = 1/

√
J . Ко-

ординаты концов этих отрезков в системе (x, y, z) бу-
дут численно равны: ξ = l cosα, η = l cosβ, ζ = l cosγ,
так что

√

ξ2 + η2 + ζ2 = l. Учитывая эти равенства
и обозначив a = 1/

√
Jxx, b = 1/

√

Jyy, c = 1/
√
Jzz, для

любых α, β и γ, т. е. для любой закрепленной оси,
согласно (8), получаем уравнение:

ξ2

a2
+

η2

b2
+

ζ2

c2
− 2Jxyξη − 2Jxzξζ − 2Jyzηζ = 1. (10)

Это уравнение поверхности второго порядка, явля-
ющейся эллипсоидом с центром в точке O (рис. 4).
Эллипсоид, описываемый уравнением (10), называется
эллипсоидом инерции относительно точки O тела.

Рис. 4

В каждом эллипсоиде можно провести три взаим-
но перпендикулярные прямые, ортогональные поверх-
ности эллипсоида в точках пересечения с ней. Эти пря-
мые называются главными осями эллипсоида. Точка их
пересечения является центром эллипсоида.

Координатные оси, связанные с телом и направлен-
ные параллельно главным осям эллипсоида называ-
ются главными осями тела. Эллипсоид инерции, по-
строенный относительно главных осей тела, пересека-
ющихся в точке O, называется главным эллипсоидом
инерции относительно точки O. Из аналитической гео-
метрии известно, что относительно главных осей урав-
нение эллипсоида упрощается (в нем исчезают слагае-
мые с произведениями различных координат) и прини-
мает вид:

ξ2

a2
+

η2

b2
+

ζ2

c2
= 1. (11)

Ориентация главного эллипсоида инерции относи-
тельно координатных осей показана на рис. 5. В сим-
метричном теле главными осями являются оси симмет-
рии и все параллельные им прямые. Главные оси, про-
ходящие через центр масс тела, называются главными
центральными осями. А главный эллипсоид с центром

в центре масс называется главным центральным эллип-
соидом инерции. Главные эллипсоиды в разных точках
тела имеют одинаковую ориентацию, но разную фор-
му, поскольку определяемые ими моменты инерции от-
личаются от соответствующих моментов главного цен-
трального эллипсоида на величины, определяемые тео-
ремой Гюйгенса—Штейнера.

Рис. 5

Эллипсоид инерции является наглядной геометриче-
ской интерпретацией анизотропии вращательного дви-
жения.

3. МОМЕНТ ИМПУЛЬСА ТВЕРДОГО ТЕЛА,
ИМЕЮЩЕГО ОДНУ НЕПОДВИЖНУЮ ТОЧКУ

Запишем момент импульса

L =
∑

mr× v =
∑

mr× (ω × r) =

=
∑

mr2ω −
∑

m(ω · r)r
через координаты радиус–векторов точек тела и ком-
поненты вектора мгновенной угловой скорости в про-
извольной неподвижной системе координат с началом
в закрепленной (неподвижной) точке тела. Учитывая,
что r = xi + yj + zk, ω = ωxi + ωyj + ωzk, получим
уравнение

L =
∑

m(x2 + y2 + z2)(ωxi+ ωyj+ ωzk)−

−
∑

m(xωx + yωy + zωz)(xi + yj+ zk).

Путем несложных преобразований можно привести
это уравнение к виду:

L =
(

∑

m(y2 + z2)ωx −
∑

mxyωy −
∑

mxzωz

)

i+

+
(

−
∑

myxωx +
∑

m(x2 + z2)ωy −
∑

myzωz

)

j+

+
(

−
∑

mzxωx −
∑

mzyωy +
∑

m(x2 + y2)ωz

)

k.

Принимая во внимание ранее введенные обозначе-
ния (см. (8)), последнее уравнение можно записать
в виде:

L = (Jxxωx − Jxyωy − Jxzωz) i+

+ (−Jyxωx + Jyyωy − Jyzωz) j+

+ (−Jzxωx − Jzyωy + Jzzωz)k.
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В матричном исчислении последнее уравнение запи-
сывается следующим образом:





Lx

Ly

Lz



 =





Jxx −Jxy −Jxz
−Jyx Jyy −Jyz
−Jzx −Jzy Jzz









ωx

ωy

ωz



 .

В этом уравнении элементы матрицы являются ком-
понентами тензора инерции. Строгое определение тен-
зорных величин и операций с ними выходит за рамки
общего курса физики.

Если оси координат совпадают с главными осями те-
ла, то последние уравнения приобретают следующий
вид:

L = Jxxωxi+ Jyyωyj+ Jzzωzk, (12)





Lx

Ly

Lz



 =





Jxx 0 0
0 Jyy 0
0 0 Jzz









ωx

ωy

ωz



 , (13)

где Jxx, Jyy, Jzz — моменты инерции тела относительно
главных осей.

Из уравнений (12) и (13) следует, что при вращении
тела вокруг мгновенной оси в общем случае момент
импульса L не совпадает по направлению с осью вра-
щения. Векторы L и ω сонаправлены в частном случае,
при условии выполнения равенства Jxx = Jyy = Jzz,
что имеет место, например, при вращении однородно-
го шара или однородного куба с неподвижной точкой
в центре масс.

4. КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА
С ОДНОЙ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ

Кинетическая энергия T твердого тела с одной непо-
движной точкой в каждый момент времени опреде-
ляется следующим равенством T = 1

2

�

mv2, где
v = ω × r — линейная скорость движения произ-
вольной точки тела вокруг мгновенной оси, r — ра-
диус вектор этой точки с началом в неподвижной точ-
ке, ω — мгновенная угловая скорость. Кинетическую
энергию можно записать в виде: T = 1

2

�

mv· (ω × r).
Произведем дважды циклическую перестановку век-
торов в смешанном произведении, получим равен-
ство: T = 1

2

�

mω· (r× v), из которого следует:
T = 1

2
ω ·

�

r×mv. Окончательно получаем:

T =
1

2
ω · L. (14)

В системе координат с началом в неподвижной точке
тела и осями, совпадающими с главными направлени-
ями в теле, кинетическая энергия T , с учетом (12),
определяется уравнением:

T =
1

2

�

Jxxω
2

x + Jyyω
2

y + Jzzω
2

z

�

. (15)

5. ДВИЖЕНИЕ СВОБОДНОГО СИММЕТРИЧНОГО
ГИРОСКОПА

Симметричным гироскопом называется твердое тело,
обладающее симметрией вращения относительно неко-
торой оси, которая называется осью фигуры гироскопа,
и быстро вращается относительно этой оси.

Для определенности будем считать, что гироскоп
представляет собой быстро вращающийся вокруг своей
оси тонкий цилиндрический стержень, в середине ко-
торого закреплен однородный диск так, что плоскость
диска перпендикулярна стержню, а точка закрепления
O совпадает с центром масс гироскопа.

A. Свободный симметричный гироскоп в кардановом
подвесе

Для изучения свободного движения гироскопа по-
местим его в карданов подвес (рис. 6). Концы стерж-
ня гироскопа AA′ закрепим в подшипниках на концах
одного из диаметров внутреннего кольца. Внутреннее
кольцо закреплено в подшипниках на концах одного из
диаметров внешнего кольца BB′. Внешнее кольцо вра-
щается вокруг оси DD′, проходящей через подшипни-
ки подставки. Оси AA′ и BB′, а также оси и взаимно
перпендикулярны. Все три оси AA′, BB′ и DD′ пересе-
каются в неподвижной точке O, являющейся центром
масс гироскопа.

Рис. 6

Если предположить, что кольца карданова подвеса
симметричны относительно своих осей и трение в под-
шипниках отсутствует, гироскоп можно считать сво-
бодным. Он может занимать любое положение, одно-
временно вращаясь вокруг своей оси и относительно
еще двух осей (BB′ и DD′) вместе со своей осью.

В данном случае гироскоп в кардановом подвесе
можно рассматривать как свободное симметричное те-
ло, закрепленное в центре масс O. В каждый момент
времени движение гироскопа будем рассматривать от-
носительно системы координат, оси которой в этот
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момент времени совпадают с главными центральными
осями гироскопа.

Осью z назовем ось быстрого вращения. Обозначим
Jxx = Jyy = A (гироскоп симметричный), Jzz = C.

Поскольку гироскоп свободный, его кинетическая
энергия T = const и момент импульса L = const. Вос-
пользуемся уравнениями (12) и (15):

L = A(ωxi+ ωyj) + Cωzk = const,

отсюда
{

L2 = A2(ω2

x + ω2

y) + C2ω2

z = const,

2T = A(ω2

x + ω2

y) + Cω2

z = const.

Из системы последних двух уравнений полу-
чаем ω2

x + ω2

y = const, ω2

z = const, сле-
довательно, модуль мгновенной угловой скорости

ω =
√

ω2
x + ω2

y + ω2
z = const. Итак, для свободного

симметричного гироскопа A,C, T,L, ω — постоянные
величины.

1. Определим взаимную ориентацию L,ω и оси
гироскопа Oz. Из уравнения (14) следует, что
2T = L · ω = Lω cosϕ, где ϕ — угол между L и ω,
cosϕ = 2T/(Lω) = const, следовательно, φ = const.
Вектор L = const не изменяет со временем ни ве-
личины, ни направления в пространстве, мгновенная
скорость ω не меняется со временем лишь по модулю,
следовательно, мгновенная ось вращения со временем
описывает конус вокруг L с вершиной в неподвижной
точке O, центре масс тела.

Угол α между ω и осью гироскопа Oz определяет-
ся равенством: cosα = ωz/ω = const, следовательно,
α = const. Это означает, что вектор ω описывает от-
носительно оси гироскопа конус с углом при вершине
конуса 2α (см. рис. 7).

Рис. 7

В частном случае при ω = ωz, cosα = 1, α = 0,
cosϕ = 2T/ (Lω) = Cω2/

(

Cω2
)

= 1, ϕ = 0, т. е.

момент импульса L и угловая скорость ω совпадают
по направлению. Этот случай реализуется на практи-
ке в демонстрационных опытах с гироскопами, в кото-
рых диск вращается с угловой скоростью в несколько
десятков оборотов в секунду и больше, а вращение
оси происходит медленнее, чем одна десятая оборота
в секунду. При таком соотношении скоростей направ-
ление момента импульса L отличается от направления
�ω меньше, чем на 1◦.

2. Покажем, что у симметричного свободного гиро-
скопа (в кардановом подвесе) L, ω и k лежат в одной
плоскости. Введем вектор N = L×ω. По определению
векторного произведения L и ω лежат в плоскости,
к которой N перпендикулярен. Имеем

N =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k

Aωx Aωy Cωz

ωx ωy ωz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= (Aωyωz − Cωzωy) i+ (Cωzωx −Aωxωz) j+

+ (Aωxωy −Aωyωx)k,

откуда видно, что Nz = 0, значит N⊥k. Следователь-
но, L, ω и k и лежат в одной плоскости.

3. Определим собственную угловую скорость b ги-
роскопа и скорость a его прецессии.

Мгновенная угловая скорость �ω равна векторной
сумме угловой скорости b вращения фигуры гироско-
па вокруг своей оси z и угловой скорости a вращения
оси гироскопа вокруг направления момента импульса
L (рис. 8), b называется собственной угловой скоро-
стью гироскопа, a193 — скоростью свободной регуляр-
ной прецессии гироскопа.

Рис. 8

Определим величину a. Из рис. 8 видно, что

a sin θ = ω sinα, cosα =
ωz

ω
,
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sinα =

√

1−
(ωz

ω

)2

=

√

ω2
x + ω2

y

ω
,

cos θ =
Lz

L
, sin θ =

√

1−
(

Lz

L

)2

=
A
√

ω2
x + ω2

y

L
,

откуда

a = ω
sinα

sin θ
=

L

A
. (16)

Определим величину b. Из параллелограмма (см.
рис. 9) получаем:

Рис. 9

ω = a cosϕ+ b cosα. (17)

Из уравнения (14)

cosϕ =
2T

Lω
,

откуда и из (16) и (17) получаем:

b =
ω − a cosϕ

cosα
=

ω − L
A

2T
Lω

ωz/ω
=

Aω2 − 2T

Aωz
=

Aω2 − ω · L
Aωz

.

Преобразуем это равенство, учитывая, что

Aω2 = A(ω2

x + ω2

y + ω2

z), ω · L = Aω2

x +Aω2

y + Cω2

z ,

и окончательно получим

b =
A− C

A
ωz. (18)

Если ω ≃ ωz, α ≃ 0 и ϕ ≃ 0, тогда
(см. (17)) ω ≃ a+ b. То же иначе: ω ≃ ωz, тогда
a = L/A ≃ Cω/A, b ≃ (A− C)ω/A, отсюда ω ≃ a+ b.

6. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 1. Однородный, тонкий, цилиндрический
стержень длины l и массы m жестко скреплен с вер-
тикальной спицей OO′ в своей средней точке C, как
показано на рис. 10. Угол между стержнем и спицей
равен α. Спица закреплена в подшипниках и система
вращается без трения с угловой скоростью �ω. Опре-
делить величину и направление момента импульса L

стержня относительно оси OO′. Считать радиус сече-
ния стержня r ≪ l.

Рис. 10

Решение 1. Момент инерции J стержня относитель-
но неподвижной оси OO′, согласно (5) равен J =
∑

dmR2, где dm = (m/l)dx — масса элемента стерж-
ня длины l, находящегося на расстоянии x от точки C
и на расстоянии R = x sinα от OO′. Учитывая сказан-
ное и заменяя суммирование интегрированием, полу-
чаем

J = 2
m

l
sin2α

l/2
∫

0

x2dx =
ml2

12
sin2α.

Момент импульса L относительно OO′ по величине
равен

L = Jω = ω
ml2

12
sin2α

и направлен так же как �ω вдоль оси OO′.
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Решение 2.
Если взаимное расположение оси вращения OO′

и стержня определять углами α, β и γ, которые состав-
ляет OO′ с главными осями x, y, z стержня, указанны-
ми на рис. 10, то момент инерции J можно описать
равенством, следующим из (8):

J = Jxx cos
2 α+ Jyy cos

2 β + Jzz cos
2 γ. (⋆)

В нашем случае углы равны α, β = π/2 − α,
γ = π/2, а моменты инерции относительно глав-
ных осей равны Jxx ≃ 0 (так как по условию
r ≪ l), Jyy = Jzz = ml2/12. Подставляя эти значе-
ния в равенство (⋆), получаем: J = ml2sin2α/12.
Момент импульса L относительно оси OO′ равен
L = Jω = ωml2sin2α/12. Этим методом решения осо-
бенно удобно пользоваться, когда известен эллипсоид
инерции в данной неподвижной точке C.

Задача 2. Однородный тонкий цилиндрический
стержень длины l и массы m может вращаться в верти-
кальной плоскости вокруг своей неподвижной средней
точки C (рис. 10). Через эту точку проходит верти-
кальная ось OO′, вокруг которой стержень равномер-
но вращается с угловой скоростью ω, располагаясь под
углом α к оси OO′. Предполагается, что r ≪ l , где
r —- радиус сечения стержня. Определить величину
и направление момента импульса LC стержня относи-
тельно точки C.

Решение. В каждый момент времени будем рассмат-
ривать движение стержня относительно неподвижной
системы координат, оси которой совпадают с главными
осями стержня, а начало координат находится в непо-
движной точке C. Тогда, согласно уравнениям (12)
и (13), для момента импульса стержня относительно
точки C справедливы равенствa:

LC ≡ L = Jxxωxi+ Jyyωyj+ Jzzωzk,





Lx

Ly

Lz



 =





Jxx 0 0
0 Jyy 0
0 0 Jzz









ωx

ωy

ωz



 .

В нашей задаче ωx = ω cosα, ωy = ω sinα, ωz = 0;
Jxx ∼= 0, Jyy = Jzz = ml2/12. Поэтому

LC = Jyyωyj = j
ml2

12
ω sinα;





Lx

Ly

Lz



 =





0 0 0
0 ml2/12 0
0 0 ml2/12









ω cosα
ω sinα

0



 =

=





0
ml2ω sinα/12

0



 .

Отсюда видно, что в каждый момент времени LC на-
правлен перпендикулярно стержню и под углом π/2−α
к оси вращения.

Задача 3. Круглый однородный диск массы m и ра-
диуса R вращается с угловой скоростью ωx вокруг го-
ризонтальной оси CD и одновременно ось CD враща-
ется вокруг вертикальной оси AB, проходящей через
центр диска O, с угловой скоростью ωy. Определить
величину и направление мгновенной угловой скорости
ω, величину и направление момента импульса L в тот
же момент времени относительно неподвижной точки
OO (см. рис. 11).

Рис. 11

Решение. Имеем (см. рис. 12)

Рис. 12

ω =
�

ω2
x + ω2

y, ω = ωxi+ ωyj,

α = arctg
ωy

ωx
, β = arctg

ωx

ωy
= π/2− α.

Оси x и y совпадают с главными осями диска, относи-
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тельно этих осей L определяется равенством:




Lx

Ly

Lz



 =





Jxx 0 0
0 Jyy 0
0 0 Jzz









ωx

ωy

0



 ,

или L = Jxxωxi+ Jyyωyj; вектор L составляет с осями

x и y углы ϕ = arctg
Jyyωy

Jxxωx
и ψ = π/2 − ϕ, соответ-

ственно.
Определим Jxx и Jyy.
1. Вычисление Jxx
Заштрихованная площадь (см. рис. 13) равна

dS = rdϕdr, масса элемента диска dm = σdS, где
σ — масса единичной площади диска. Момент инер-
ции этого элемента диска dj = r2σdS = σr3drdϕ.
Момент инерции кольца с внутренним радиусом
r и внешним r + dr относительно оси x равен

dJxx = σr3dr
2π
�

0

dϕ = 2πσr3dr, так что искомый момент

инерции

Рис. 13

Jxx =

�

dJxx = 2πσ

R
�

0

r3dr =
1

2
σπR4 =

1

2
mR2.

2. Вычисление Jyy
Как видно из рис. 13, h = R sinϕ, dh = R cosϕdϕ;

площадь полоски шириной dh равна dS = 2R cosϕdh =
2R2cos2ϕdϕ, а ее масса dm = σdS = 2σR2cos2ϕdϕ.
Момент инерции диска относительно оси y равен

Jyy = 2

�

h2dm = 4σR4

π/2
�

0

sin2ϕcos2ϕdϕ =

=
1

2
σR4

π/2
�

0

(1− cos 4ϕ)dϕ =
1

4
πσR4 =

1

4
mR2.

Итак,

L =
1

2
mR2ωxi+

1

4
mR2ωyj,

ϕ = arctg
ωy

2ωx
, ψ = π/2− ϕ.

Задача 4. Круглый прямой конус с углом полурас-
твора α, радиусом основания R и высотой H катится
равномерно без скольжения по горизонтальной плоско-
сти (см. рис. 14). Вершина конуса закреплена шарнир-
но в точке O, которая расположена на одном уровне
с центром основания конуса точкой C. Скорость точ-
ки C равна v. Найти мгновенную угловую скорость ω

конуса и угол, который образует этот вектор с верти-
калью. Найти момент импульса L конуса относительно
точки O и угол, который образует этот вектор с верти-
калью.

Рис. 14

Решение. Начало неподвижной системы координат
совпадает с закрепленной точкой O, а оси в рассмат-
риваемый момент времени направлены вдоль главных

осей конуса. ωx =
v

R
вследствие отсутствия скольже-

ния, ωy =
v

Rctgα
. Модуль мгновенной скорости вра-

щения ω =
�

ω2
x + ω2

y =
v

R cosα
, ω = ωxi + ωyj,

tgβ =
ωx

ωy
= ctgα, β = π/2 − α — угол, который со-

ставляет вектор ω с вертикалью. Мгновенная ось вра-
щения проходит через закрепленную точку O и точку
касания B конуса с плоскостью.

Момент импульса L относительно точки O равен
(см. рис. 15):





Lx

Ly

Lz



 =





Jxx 0 0
0 Jyy 0
0 0 Jzz









ωx

ωy

0



 = Jxxωxi+ Jyyωyj,

tgγ =
Jxxωx

Jyyωy
.

Вычислим величины Jxx и Jyy.
1. Вычисление Jxx
Разобьем конус на диски, параллельные основанию,

бесконечно малой толщины. Рассмотрим один из них,
находящийся на расстоянии h от вершины O и име-
ющий толщину dh. Высота конуса H , радиус основа-
ния R. Конус однородный, его плотность обозначим ρ.
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Рис. 15

Момент инерции диска dJxx относительно оси конуса
OC равен:

dJxx =
1

2
r2dm =

1

2
ρπr4dh,

из геометрии следует равенство
h

r
=

H

R
, отсюда полу-

чаем dh =
H

R
dr, подставим это выражение в уравнение

для dJxx, проинтегрируем его по r, находим искомое
значение:

Jxx =
1

2
ρπ

H

R

R
∫

0

r4dr =
1

10
ρπHR4.

Учтем, что объем конуса равен V = 1

3
πR2H , а его

масса m = ρV , и получаем окончательно

Jxx =
3

10
mR2.

2. Вычисление Jyy
В этом случае представляем конус, как сово-

купность таких же дисков, как и в первом слу-
чае. Момент dJyy инерции описывается равенством

dJyy = 1

4
r2dm+ h2dm, в соответствии с теоремой

Гюйгенса–Штейнера,

Jyy =
1

4
ρπ

H

R

R
∫

0

r4dr + ρπ
R2

H2

H
∫

0

h4dh =

=
1

20
ρπHR4 +

1

5
ρπR2H3.

Поcле преобразований, аналогичных проведенным
в п. 1, получаем окончательно

Jyy =
3

20
mR2 +

3

5
mH2.

Момент импульса L можно в результате описать ра-
венством

L =
3

10
mR2ωxi+

(

3

20
mR2 +

3

5
mH2

)

ωyj.

Поскольку Jxx �= Jyy, то и β �= γ, т. е. момент им-
пульса L и угловая скорость вращения ω не совпадают
по направлению.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы изложили только основы динамики вращатель-
ного движения твердого тела. Для углубленного изу-
чения этой темы студентам рекомендуется обратиться
к книгам [1–11].
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