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Рассматривается рассеяние акустических волн на неоднородности фазовой скорости звука и плот-
ности среды, которая имеет малый волновой размер. В одномерном, двумерном и трехмерном слу-
чаях получена максимально возможная мощность, рассеянная неоднородностями такого типа.
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Распространение звука в неоднородной по плотности
и сжимаемости среде представляет собой достаточно
сложный процесс, сопровождающийся многократным
рассеянием в каждой точке неоднородности. Рассеяние
может оставаться многократным даже в том случае,
когда волновой размер неоднородности мал, или она
вообще является квазиточечной. Проявлением данного
факта является то, что амплитуда вторичного источни-
ка, возникающего при рассеянии звука на неоднород-
ности, взаимосвязана с его фазой и ограничена. Связь
фазы и амплитуды вторичного источника была пока-
зана в [1] для квазиточечной неоднородности скорости
звука, а в [2] обобщается на случай рефракционно–
плотностной неоднородности. Эти результаты позволя-
ют получить оценки для максимально возможной мощ-
ности, рассеянной на квазиточечной неоднородности,
для объектов разной пространственной размерности.

Распространение звука в средах, неоднородных как
по фазовой скорости звука c(z), так и по плотности
ρ(z), удобно вести на основе системы уравнений гид-
родинамики для полей акустического давления p(z)
и колебательной скорости v(z). Этот подход был пред-
ложен в [3]. В линеаризованном виде, при временной
зависимости полей ∼ exp(−iωt), упомянутая система
имеет вид

∇zv
±(z,x) − iωη(z)p±(z,x) = φ±δ(z− x);

∇zp
±(z,x)− iωρ(z)v±(z,x) = f

±δ(z− x),
(1)

где φ± и f
± — расположенные в точке x скалярные

и векторные первичные источники поля, соответствен-
но; η ≡ 1

/

(ρc2) — сжимаемость среды. Верхним ин-
дексом «+» в (1) обозначены величины, относящиеся
к запаздывающему, расходящемуся на бесконечности
полю, которое удовлетворяет условию излучения Зо-
ммерфельда. Верхний индекс «–» относится к опережа-
ющему полю, сходящемуся в точку x из бесконечности
и удовлетворяющему комплексно сопряженному усло-
вию излучения. Систему уравнений (1) удобно пере-
писать в обозначениях Дирака, вводя вектор-столбцы
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полевых переменных |u±� ≡
(

v
±

p±

)

и первичных ис-

точников поля |F±� ≡
(

f
±

φ±

)

:

Â(z)
∣

∣u±(z,x)
〉

=
∣

∣F±
〉

δ(z− x), (2)

где Â(z) ≡
(

−iωρ(z) ∇z

∇z −iωη(z)

)

.

Решение системы уравнений (2) может быть выра-
жено через запаздывающую Ĝ+(z,x) или опережаю-
щую Ĝ−(z,x) матричные функции Грина неоднород-

ной среды: |u±(z,x)� = Ĝ±(z,x)|F±� . Представляя
распределение плотности и сжимаемости в простран-
стве в виде суммы постоянных положительных фоно-
вых значений ρ0 и η0, а также добавок ρ′(z) ≡ ρ(z)−ρ0
и η′(z) ≡ η(z)− η0, можно записать матричный аналог
уравнения Липпмана-Швингера, куда входят только
матричные функции Грина однородной среды Ĝ±

0 (z,x):

∣

∣u±(z,x)
〉

=
∣

∣u±
0 (z,x)

〉

+

∫

ℜ

Ĝ±
0 (z, r)Â1(r)

∣

∣u±(r,x)
〉

dr,

(3)

где Â1(r) ≡
(

iωρ′(r) 0
0 iωη′(r)

)

.

Здесь
∣

∣u±
0 (z,x)

〉

— падающее поле, которое созда-
ется первичными источниками |F±� в фоновой среде.
Интегрирование в (3) осуществляется по всей области
расположения неоднородности ℜ. Интеграл в правой
части (3) описывает процессы многократного рассея-
ния внутри неоднородности. При этом поле |u±� вхо-
дит как в левую, так и в правую часть (3), что затруд-
няет работу с этим уравнением. Если неоднородность
точечная, т. е. Â1(r) ≡ ε̂δ(r − r0), где r0 — ее радиус-
вектор, то можно попытаться ввести в уравнении (3)
эффективный матричный коэффициент рассеяния β̂±

по правилу ε̂|u±(r0,x)� = β̂±
∣

∣u±
0 (r0,x)

〉

, которое поз-
воляет исключить полное неизвестное поле |u±(r0,x)�
в точке r0. Коэффициенты β̂± являются матрицами
размером (D + 1) × (D + 1), где D — размерность за-
дачи. Тогда описание процесса рассеяния можно вести
в терминах коэффициентов β̂±:
∣

∣u±(z,x)
〉

=
∣

∣u±
0 (z,x)

〉

+ Ĝ±
0 (z, r0)β̂

±
∣

∣u±
0 (r0,x)

〉

. (4)
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Матричные коэффициенты рассеяния β̂±, в отли-
чие от матрицы ε̂, не являются вполне произвольны-
ми и функциональным образом зависят от параметров
неоднородности. В [2] показано, что они удовлетворя-
ют системе уравнений

β̂− − β̂+ = β̂−ĈDβ̂+;

β̂± = −σ̂3

�

β̂∓
� ∗

σ̂3,
(5)

где матрица σ̂3 совпадает с единичной матрицей во
всех элементах, кроме правого нижнего, который ра-
вен −1. Матрица ĈD вводится как

ĈD ≡ lim
x→r0

�

Ĝ−
0 (r0,x)− Ĝ+

0 (r0,x)
�

;

она определяется размерностью задачи D. В частности,

ĈD=1 = − ω

k0

�

η0 0
0 ρ0

�

;

ĈD=2 = −ω

4





η0 0 0
0 η0 0
0 0 2ρ0



 ;

ĈD=3 =
k0ω

6π







η0 0 0 0
0 η0 0 0
0 0 η0 0
0 0 0 3ρ0






,

(6)

где k0 = ω
√
η0ρ0 — волновое число в фоновой среде.

Введенные таким образом матричные коэффициен-
ты рассеяния β̂± могут описывать рассеяние моно-
польного и дипольного типа, но не более высоких по-
рядков мультипольности. Это позволяет предположить,
что полученные для них соотношения останутся спра-
ведливыми не только для точечной неоднородности, но
и в более общем случае неоднородности конечного ма-
лого волнового размера.

Если распределение параметров неоднородности об-
ладает симметрией по отношению к некоторому гео-
метрическому преобразованию (поворот, центральная
или осевая симметрия и т. д.), вид матриц β̂± мо-
жет быть упрощен. Пусть такое преобразование зада-
ется матрицей M̂ , которая переводит вектор-столбцы
полевых переменных и источников поля из од-
ной системы координат в другую: |u′±� = M̂ |u±�,
|F ′±� = M̂ |F±�. Вторичные источники поля, кото-
рые порождаются в точке расположения неоднород-
ности падающим полем, можно представить в виде
|F±

sec� ≡ ε̂|u±(r0,x)� = β̂±
�

�u±
0 (r0,x)

�

. После преоб-
разования координат они равны, с одной стороны,
�

�

�F ′±
sec

�

= M̂ |F±
sec� = M̂β̂±

�

�u±
0 (r0,x)

�

, а с другой сторо-

ны,
�

�

�F ′±
sec

�

= β̂±
�

�

�u′±
0 (r0,x)

�

= β̂±M̂
�

�u±
0 (r0,x)

�

. Здесь

используется тот факт, что коэффициенты рассеяния
не изменяются при преобразовании в силу предпола-
гаемой симметрии задачи. Поскольку падающее поле
�

�u±
0 (r0,x)

�

может быть произвольным, то равенство

двух выше приведенных выражений для
�

�

�F ′±
sec

�

озна-

чает, что матричный коэффициент рассеяния коммути-
рует с матрицей преобразования:

β̂±M̂ = M̂β̂±. (7)

Выражение (7) позволяет заключить, что матричные
коэффициенты рассеяния неоднородностей, обладаю-
щих сферической (D = 3), цилиндрической (D = 2)
или центральной (D = 1) симметрией, имеют диаго-
нальный вид и определяются только дипольным β±

1

и монопольным β±
0 скалярными коэффициентами рас-

сеяния:

β̂± =











β±
1 · · · 0 0
...

. . .
...

...
0 · · · β±

1 0
0 · · · 0 β±

0











. (8)

Величины β±
1 и β±

0 являются комплексными и мо-
гут быть представлены в виде β±

0 = ± |β0| exp(±iψ0)
и β±

1 = ± |β1| exp(±iψ1), где ψ0 и ψ1 — их фазы, а |β0|
и |β1| — амплитуды, соответственно. Данное представ-
ление удовлетворяет второму уравнению из системы
(5). Из первого уравнения этой системы следует:

|β0| = 2 cosψ0

�

C
(D+1;D+1)
D ;

|β1| = 2 cosψ1

�

C
(1;1)
D ,

(9)

где C
(m;n)
D — элемент матрицы CD с индексами (m; n).

Таким образом, амплитуды коэффициентов рассея-
ния неоднородности рассматриваемого типа однознач-
но связаны с их фазами. Поскольку область значений
косинуса ограничена, модуль монопольного и диполь-
ного коэффициентов рассеяния не может превышать

2
��

�

�C
(D+1;D+1)
D

�

�

� и 2
��

�

�C
(1;1)
D

�

�

�, соответственно.

Ограниченность коэффициента рассеяния приво-
дит к тому, что максимально возможная рассеи-
ваемая неоднородностью мощность также ограни-
чена. Согласно (4), падающая на неоднородность
плоская монохроматическая запаздывающая волна
�

�u+
0

�

=
�

�u+
inc

�

, интенсивность которой определяется как

Iinc(z) =
�

�p+inc(z)
�

�

2
�

(2ρ0c0), порождает рассеянное по-

ле |u+
sc(z)� ≡ |u+(z)�−

�

�u+
inc

�

= Ĝ±
0 (z, r0)β̂

±
�

�u+
inc

�

. Его
интенсивность можно определить, вычислив предвари-
тельно поле акустического давления p+sc. При разной
размерности задачи D оно оказывается равным
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p+sc, D=1(z) = −{cosψ0 exp(iψ0) + sign(z − r0) cosψ1 exp(iψ1)} exp(ik0 |z − r0|) p+inc;

p+sc,D=2(z) = −
{

cosψ0 exp(iψ0)H
(1)
0 (k0 |z− r0|) + 2i cos θ cosψ1 exp(iψ1)H

(1)
1 (k0 |z− r0|)

}

p+inc;

p+sc, D=3(z) =

{

i cosψ0 exp(iψ0) + 3
1− ik0 |z− r0|

k0 |z− r0|
cos θ cosψ1 exp(iψ1)

}

exp(ik0 |z− r0|)
k0 |z− r0|

p+inc.

Здесь θ — угол между волновым вектором падаю-
щей волны и вектором z − r0, задающим направле-
ние на точку приема поля. В одномерном случае он
может принимать только значения 0 и π, и поэтому
cos θ = sign(z − r0).

Полную рассеянную неоднородностью мощность
акустического поля Nsc можно получить, интегрируя

его интенсивность Isc(z) = |p+sc(z)|
2
/

(2ρ0c0) по по-

верхности |z− r0| ≡ R = const при условии R → ∞.
В трехмерном случае это сфера, в двумерном — ци-
линдр, а в одномерном случае эта операция сводится
к суммированию интенсивностей падающей и отражен-
ной волн. В итоге получаются значения

Nsc, D=1 = 2
(

cos2 ψ0 + cos2 ψ1

)

Iinc;

Nsc, D=2 =
4

k0

(

cos2 ψ0 + 2 cos2 ψ1

)

Iinc;

Nsc,D=3 =
4π

k20

(

cos2 ψ0 + 3 cos2 ψ1

)

Iinc.

(10)

Следует отметить, что в двумерном случае та-
кая мощность приходится на единицу длины (в на-

правлении, перпендикулярном рассматриваемой дву-
мерной плоскости), а в одномерном — на единицу пло-
щади (перпендикулярной направлению распростране-
ния волны), чем объясняется разная размерность Nsc

в (10). Полученные результаты находятся в соответ-
ствии с данными [4], где на основе импедансного ме-
тода получен максимально возможный коэффициент
рассеяния для сферической неоднородности чисто мо-
нопольного типа с малым волновым размером.

Важным следствием (10) является то, что макси-
мально возможная рассеянная мощность не зависит от
конкретного значения малого волнового размера неод-
нородности и остается конечной при стремлении этого
размера к нулю.

В заключение нужно отметить, что имеющаяся связь
между фазой и амплитудой коэффициента рассеяния
может служить дополнительной информацией в зада-
чах томографического типа, поскольку позволяет полу-
чить данные об амплитуде принимаемых сигналов на
основе данных об их фазовых задержках и наоборот.
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