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Найден квазиэнергетический спектр для графеновой сверхрешетки в условиях высо-кочастотного 
электромагнитного излучения. Показано, что при определенных условиях уравнение д’Аламбера 
принимает вид уравнения double sine–Gordon. Получены решения, соответствующие уединенным 
электромагнитным волнам. Форма и площадь этих волн зависят от амплитуды высо-кочастотного 
поля.
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Известно, что структуры со сверхрешеточным (СР)
потенциалом является подходящими средами для фор-
мирования электромагнитных (ЭМ) солитонов[1]. Низ-
кое значение длительности ЭМ импульса по сравне-
нию со временем релаксации является одним из усло-
вий наблюдения солитонов. Высокая подвижность но-
сителей заряда в графене [2] позволяет надеяться, что
ЭМ солитоны будут обнаружены в СР на основе графе-
на (ГСР). Электронный спектр ГСР исследован в [3–6].

Высокочастотное (ВЧ) излучение может привести к
стабилизации формы уединенных ЭМ волн [7]. Влия-
ние ВЧ излучения на электронные состояния в графене
изучены в [8–10].

Пусть ЭМ волна с амплитудой электрического поля
EHF

0 и с частотой ω падает на ГСР, расположенную
в плоскости xy (Oy — ось ГСР). В плоскости ГСР
векторный потенциал волны имеет вид (c = 1):

AHF =

(
0, −EHF

0

ω
sinωt, 0

)
. (1)

Для определения квазиэнергии электрона ГСР в пе-
ременном поле (1) используем явное выражение элек-
тронного спектра ГСР [9, 10]. Линеаризированное
уравнение Шредингера (аналог уравнения Дирака для
графена) имеет вид (h̄ = 1):

i∂tψ =
[
υFσxp̂x +

√
2∆1σy sin (π̂yd/2) + σz∆

]
ψ, (2)

где υF — скорость на поверхности Ферми, σ⃗ — матри-
цы Паули, d – период ГСР, π̂y = p̂y + eAHF

y , (p̂x, p̂y) —
операторы импульса, параметры ∆ и ∆1 задаются в
процессе изготовления ГСР. Отметим, что, используя
(2) при EHF

0 = 0, можно получить результат [9, 10].

∗E-mail: svkruchkov@yandex.ru
†E-mail: eikuhar@yandex.ru

Спинор ψ удовлетворяет теореме Флоке:
ψ (t) = u (t) exp (−iεt). Здесь компоненты u (t) —
периодические с периодом 2π/ω функции, ε — квази-
энергия. После подстановки ψ (t) в (2) и усреднения
по периоду ВЧ поля, получим квазиэнергию:

ε =
√

∆2 + p2xυ
2
F +∆2

1 (1 +Qγ (a)−

−D (a) cos pyd− γG (a) cos 2pyd), (3)

где обозначено a = edEHF
0

/
ω, γ = (∆1/ω)

2,

D (a) = J0 (a)+
a2

8

∞∑
k=0

(−1)
k

(k + 1)
2

[
Jk

(a
2

)
+ Jk+2

(a
2

)]2
,

(4)

G (a) =
∞∑
k=1

(−1)
k+1

J2
k (a)

k2
, (5)

Qγ (a) =

∞∑
k=0

1

(k + 1)
2

(
γJ2

k+1 (a)−

a2

8

[
Jk

(a
2

)
+ Jk+2

(a
2

)]2)
, (6)

Jn (x) — функция Бесселя целого порядка.
Пусть в ГСР распространяется ЭМ волна, поле ко-

торой описывается потенциалом A = (0, A, 0). Можно
показать, что если выполняются следующие условия:
n0υ

2
F

/
∆ << θ << ∆, ∆1 << ∆ (n0 — концентрация

свободных носителей заряда, θ — температура), то по-
тенциал A удовлетворяет уравнению:

∂2
t φ− ∂2

xφ+ ω2
pl (D (a) sinφ+ 2γG (a) sin 2φ) = 0, (7)

где φ = edA, ωpl — плазменная частота в ГСР. Ниже
представлены решения (7), соответствующие уединен-
ным ЭМ волнам.
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Тип уединенной ЭМ волны зависит от значения па-
раметра h = D (a) /4γG (a) (рис. 1), что отличает ГСР
от полупроводниковой СР.

Рис. 1: Зависимость параметра h от амплитуды ВЧ поля

Если |h| > 1, то в ГСР распространяется 2π —
импульс (рис. 2а):

φ = π + 2arctg


 sh

(
ξ
√
(1 + λ)D (a)

)
√
1 + λ


 , (8)

где λ = 1/h, ξ = (x− vt) /L, v — скорость импульса,
L — ширина импульса. Если 0 < h < 1 (область I на
рис. 1), то в ГСР возможны два типа уединенных волн:
2π — импульс (рис. 2б):

φ = π − 2 arctg



√
1− h ch

(
2ξ
√
γG (a) (1 + h)

)
√
1 + h

−

−
sh

(
2ξ
√

γG (a) (1 + h)
)

√
1 + h


 , (9)

и 0π —импульс (рис. 2в):

φ = 2arctg



√
1 + h ch

(
2ξ
√
γG (a) (1− h)

)
√
1− h

−

−
sh

(
2ξ
√

γG (a) (1− h)
)

√
1− h


 . (10)

Если h = 0, то в ГСР формируется π —импульс (рис.
2г).

В случае −1 < h < 0 (область II на рис. 1) возможны
ЭМ импульсы, площади которых зависят от амплитуды
ВЧ поля (рис. 3):

φ = −2 arctg

[√
1− |h|
1 + |h|

cth
(
ξ
√

γ |G (a)| (1− h2)
)]

,

(11)

φ = 2arctg

[√
1− |h|
1 + |h|

th
(
ξ
√

γ |G (a)| (1− h2)
)]

.

(12)
Площади импульсов (11) и (12) равны соответствен-

но 2φ0 и 2 (π − φ0), где φ0 = arccos |h|. Зависимость
площади импульсов (11) и (12) от параметра a показа-
на на рис. 4.

Работа поддержана грантом РФФИ № 13-02-97033
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Рис. 3: Форма 2φ0-импульса и 2(π–φ0)-импульса
Рис. 4: Зависимость площади уединенных ЭМ волн
от амплитуды ВЧ поля
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Рис. 2: Форма уединенных ЭМ волн
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Influence of high-frequency electromagnetic radiation on propagation of solitary
electromagnetic waves in graphene superlattice
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The quasienergy spectrum of graphene superlattice under high-frequency electromagnetic radiation was found. The d’Alembert
equation was shown to take the form of double sine-Gordon equation under the certain conditions. The solutions corresponding to
the solitary electromagnetic waves were derived. The shapes and areas of these waves depend on the amplitude of the high-frequency
field.
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