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Исследуется дрейф внутреннего переходного слоя для псевдопараболического уравнения
третьего порядка в неоднородной среде в случае, когда решение имеет вид контрастной струк-
туры. Используется метод сингулярного разложения решения в ряд по степеням малого пара-
метра. Найдены несколько первых членов ряда для скорости движения внутреннего переход-
ного слоя.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе рассматривается квазилиней-
ное уравнение псевдопараболического типа, которое
отличается от уравнения Колмогорова–Петровского–
Пискунова [1] наличием дополнительного члена, со-
держащего производную по времени от оператора Ла-
пласа. Это уравнение, которое далее будем называть
обобщенным уравнением Колмогорова-Петровского-
Пискунова (ОКПП), описывает квазистационарный
процесс диффузии носителей заряда в полупровод-
никах в случае, когда среда обладает отрицательной
дифференциальной проводимостью [2]. В трехмерном
пространстве уравнение ОКПП имеет вид

(u− µ∆u)t + V ▽ u = k∆u− f(u, x) (1)

в области Ω с граничными условиями u|∂Ω = ψ(x)
и начальными условиями u(x, 0) = u0(x). Здесь Ω —
ограниченная область с гладкой границей, k > 0,
µ > 0. Предполагаем, что плотность источников
f(u, x) как функция от u имеет несколько корней,

f(u, x) = f0(u, x)Π
J
j=1

(
u− φj(x)

)
, (2)

причем f0(u, x) непрерывна в Ω, f0(u, x) ̸= 0. Значения
u = φj(x) будем называть положениями равновесия.

Уравнение ОКПП можно рассматривать как обоб-
щение уравнения реакции–диффузии

ut + V ▽ u = k∆u− f(u, x). (3)

При некоторых начальных условиях уравнение (3)
имеет решения типа контрастной структуры (КС),
для которой характерны большие области (пятна),
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в которых u имеет малый в некотором смысле гради-
ент, разделяемые узкими областями с большим гра-
диентом u. Например, если f(u, x) = γ

(
u−φ1(x)

)(
u−

φ2(x)
)(
u − φ3(x)

)
, φ1 < φ2 < φ3, γ > 0, то возмож-

но решение, для которого в больших по сравнению
с толщиной переходного слоя областях u ≈ φ1 или
u ≈ φ3, а внутри переходного слоя u пересекает зна-
чение φ2. Условно припишем пятнам КС отрицатель-
ную (u ≈ φ1) и положительную (u ≈ φ3) полярности.
Между пятнами разных полярностей образуется уз-
кий слой, в пределах которого происходит переход от
одного из устойчивых уровней насыщения к друго-
му устойчивому, сопровождающийся переходом через
неустойчивое состояние. Этот слой называют внут-
ренним переходным слоем (ВПС). Мы предполагаем,
что толщина ВПС много меньше диаметра области Ω.
На границах Ω образуются узкие области, внутри ко-
торых концентрация изменяется от одного из уров-
ней насыщения до значения, определяемого гранич-
ным условием (пограничные слои). На рис. 1 изобра-
жено решение вида КС с несколькими ВПС, левым
и правым пограничными слоями.

Рис. 1: Решение вида контрастной структуры

При определенных условиях ВПС может переме-
щаться. Дрейф ВПС для уравнения (1) определяется
тремя факторами:
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1. Для двумерных и трехмерных задач — кривиз-
ной ВПС,

2. Для задач любой размености — величиной асим-
метрии F (x) =

∫ φ3(x)

φ1(x)
f(u, x) du,

3. При нулевой асимметрии, F (x) = 0, ско-
рость дрейфа определяется градиентом функ-
ций φj(x).

В данной работе мы рассматриваем именно последний
случай, когда как дрейф кривизны, так и дрейф асим-
метрии отсутствуют, и перемещение ВПС обусловлено
только градиентным дрейфом.

Исследование решений типа бегущих волн для ква-
зилинейных и нелинейных уравнений различного ви-
да является предметом интенсивного исследования
[3–5]. Отличие нашего подхода состоит в том, что рас-
сматривается решение типа бегущей волны для урав-
нения, в котором нелинейная часть явно зависит от
координат. Поэтому скорость дрейфа волны также яв-
ляется функцией координат, причем рассматривается
модель, для которой скорость можно представить в
виде ряда по степеням малого параметра.

Наша цель состоит в аналитическом исследовании
решений уравнения (1) в случае, когда толщина ВПС
много меньше диаметра области Ω. Поэтому мы вве-
дем в уравнение (1) параметр ε, который, как бу-
дет показано в дальнейшем, пропорционален толщине
ВПС и предполагается малым. Мы построим несколь-
ко первых членов ряда по степеням параметра ε, ко-
торый приближает решение уравнения по невязке.
Уравнение (1) с малым параметром относится к клас-
су сингулярно возмущенных. Это означает, что при
ε = 0 уравнение из дифференциального превраща-
ется в алгебраическое, имеющее несколько решений.
Из этих решений, соответствующих устойчивым по-
ложениям равновесия, мы сконструируем так называ-
емое регулярное приближение нулевого порядка, пре-
терпевающее разрыв на поверхностиях, в близи кото-
рых располагается ВПС. Затем применим метод по-
граничных функций (ПФ), которые складываются с
регулярным решением нулевого порядка и осуществ-
ляют сопряжение различных устойчивых уровней в
единое решение во всей области. Метод ПФ основан на
представлении формального асимптотического разло-
жения решения в виде суммы функций, зависящих от
координат разного масштаба.

Метод пограничных функций для нестационарных
задач ранее использовался для построения формаль-
ного разложения в асимптотический ряд решений с
движущимся фронтом типа ступеньки или всплеска
для уравнения реакции–диффузии [6, 7]. Таким об-
разом, в данной работе метод обобщается на новый
класс задач, включающих производную по времени
от лапласиана.

1. ПОСТРОЕНИЕ ФОРМАЛЬНОГО
АСИМПТОТИЧЕСКОГО РЯДА

1.1. Постановка задачи

Введем в уравнение (1) малый параметр ε, который
пропорционален отношению толщины ВПС к диамет-
ру области Ω. Наша цель состоит в том, чтобы срав-
нить эффекты, обусловленные влиянием специфиче-
ского КПП члена ∆ut и совместного действия диффу-
зионного члена и градиента функции плотности ис-
точников. Поэтому мы выберем такие степени малого
параметра при различных членах уравнения (1), при
которых эти эффекты будут сравнимы по величине,
и ни один из них не будет являться малым по сравне-
нию с другим. Рассмотрим начально-краевую задачу
для одномерного случая:

ε2ut + ε2V ux − ε4µuxxt = ε2kuxx − f(u, x, ε),

u(a, t, ε) = ua, u(b, t, ε) = ub, (4)

u(x, 0, ε) = u0(x, ε),

x ∈ (a, b), t ∈ (0, T ). Коэффициент ε2 при ut выбран
только из соображений удобства построения асимпто-
тического ряда.

1.2. Условия формирования ВПС

Пусть уравнение f(u, x, ε) = 0 имеет ровно три
корня, u1 = φ(−)(x, ε), u2 = φ(0)(x, ε), u3 =
φ(+)(x, ε), причем φ(−)(x, ε) < φ(0)(x, ε) < φ(+)(x, ε),
fu

(
φ(±)(x, 0), x, 0

)
> 0, fu

(
φ(0)(x, 0), x, 0

)
< 0 при

x ∈ [a, b]. Таким образом, имеется два устойчивых
состояния, разделенных неустойчивым, что и создает
условия формирования ВПС [8]. Будем считать, что
начальное условие u0(x, ε) представляет собой сфор-
мировавшуюся КС. Это означает, что на интерва-
ле (a, b) указана точка x00, такая, что u0(x00, 0, ε) = 0.
Предположим также, что начальная функция тако-
ва, что u0(x, ε) = φ(−)(x, ε) при a + d < x < x00 − d,
u0(x, ε) = φ(+)(x, ε) при x00 + d < x < b − d, при-
чем d ≫ θ, где θ–толщина ВПС, которая будет най-
дена далее. На промежутке x00 − d < x < x00 + d
функция u0(x, ε) монотонно изменяется от φ(−)(x00)
до φ(+)(x00).

Пусть φ⋆(x) — заданная гладкая функция, такая,
что на отрезке [a, b] выполнено условие φ(−)(x) <
φ⋆(x) < φ(+)(x). Будем называть «точкой перехода»
координату x⋆(t, ε), в которой решение пересекает за-
данную величину φ(⋆)(x), так что u(x⋆, t, ε) = φ(⋆)(x⋆).
В классических работах по построению формальных
асимптотик для решений вида КС в качестве φ(⋆)(x)
выбирается φ(0)(x). В данной работе мы рассмотрим
более общий подход и покажем, что асимптотический
ряд не зависит от выбора φ(⋆)(x).

Мы предполагаем, что уравнение u(x⋆, t) = φ⋆(x⋆)
имеет единственное решение x⋆(t, ε) такое, что
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a < x⋆(t, ε) < b.
Значение x⋆(t, ε) представим в виде ряда

x⋆(t, ε) =

∞∑
k=0

εkxk(t), (5)

первые два члена которого будут найдены, алгоритм
построения последующих членов аналогичен.

Пусть выполнено условие баланса
∫ φ(+)(x)

φ(−)(x)

f(u, x, ε)du = 0 (6)

на всем промежутке [a, b].
Потребуем, чтобы граничное условие ua принад-

лежало области влияния φ(−)(x) — промежутку
(−∞, φ(+)(a)), правое граничное условие ub находи-
лось в области влияния φ(+)(x) — (φ(−)(b),∞). Более
подробно вопрос об области влияния граничных усло-
вий изучен в [6], никакого отличия в рассматриваемом
случае не будет.

1.3. Построение формальной асимптотики

Для построения асимптотического ряда, сходяще-
гося к точному решению задачи, используем метод
сшивания асимптотических представлений решения в
области отрицательного и положительного пятен КС.
Этот метод пригоден для любого числа ВПС, но в
рамках данной работы мы рассмотрим КС, включа-
ющую ровно два пятна, разделенных одним ВПС.

На промежутке a < x < x⋆(t, ε) решение задачи (4)
найдем из системы

ε2ut + ε2V (x)ux = ε4µuxxt + ε2kuxx − f(u, x, ε),

u(a, t, ε) = ua, u(x⋆(t, ε), t, ε) = φ(⋆)(x⋆(t, ε)), (7)

u(x, 0, ε) = u0(x, ε),

а при x⋆(t, ε) < x < b — из системы

ε2ut + ε2V (x)ux = ε4µuxxt + ε2kuxx − f(u, x, ε),

u(b, t, ε) = ub, u(x⋆(t, ε), t, ε) = φ(⋆)(x⋆(t, ε)), (8)

u(x, 0, ε) = u0(x, ε).

Решения задач (7) и (8) отметим индексами (−)
и (+) соответственно. Положение ВПС определяется
из условия сшивания решения задач (1 1.3) и (1 1.3)
в точке перехода:

u(−)(x⋆(t, ε), t, ε) = u(+)(x⋆(t, ε), t, ε), (9)

u(−)
x (x⋆(t, ε), t, ε) = u(+)

x (x⋆(t, ε), t, ε). (10)

Задачи (7) и (8) относятся к классу сингулярно воз-
мущенных [8]. В самом деле, если положить ε = 0,
получим вместо дифференциального алгебраическое
уравнение

f(u, x, ε) = 0. (11)

Из решения уравнения (11) найдем так называемые
регулярные функции:

ū(−) = φ(−)(x, ε), x < x⋆(t, ε),

ū(+) = φ(+)(x, ε), x > x⋆(t, ε).

Предположим, что dx0

dt = W0,
dx1

dt = W1 и т.д. Тогда

dx⋆

dt
= W0 + εW1 + . . . (12)

Выполнив в (4) растяжение координаты x в ε раз
в окрестности точки x⋆, получим уравнение

ε2ut − ε(W0 + εW1 + . . .)uξ + εV (x⋆)uξ − ε2µuξξt+

+ εµ(W0 + εW1 + . . .)uξξξ − kuξξ = −f(u, x(ξ), ε),
(13)

где ξ = x−x⋆

ε . Снова положим в этом уравнении ε = 0
и получим уравнение для определения функций пере-
ходного слоя в нулевом приближении:

kuξξ = f
(
u, x(ξ), 0

)
. (14)

Далее будет показано, что при условии Ux > 0 реше-
ние типа КС может существовать только при выпол-
нении условия W0 < 0, при Ux < 0 для существования
решения типа КС необходимо W0 > 0. Таким образом,
выражения для растянутых переменных имеют вид:

ξ =
x− x⋆(t, ε)

ε
, ζ = ζa =

a− x

ε
≤ 0,

ζ = ζb =
b− x

ε
≥ 0, (15)

Асимптотическое разложение справа от точки пере-
хода представимо в виде суммы регулярных функций,
функций внутреннего переходного слоя и погранич-
ных функций:

U (+)(x, t, ε) = ū(+)(x, ε) +Q(+)(ξ, t, ε) + Π(b)(ζb, ε),

x⋆ < x < xb, (16)

слева от точки перехода имеем представление

U (−)(x, t, ε) = ū(−)(x, ε) +Q(−)(ξ, t, ε) + Π(a)(ζa, ε),

xa < x < x⋆, (17)

ū(±)(x, ε) — регулярная часть, Q(±)(ξ, t, ε) — функции
переходного слоя, Π(a), Π(b) — пограничные функции.
Слагаемые в (16), (17) раскладываются в ряд по сте-
пеням ε:

ū(±)(x, ε) =

∞∑
k=0

εkū
(±)
k (x), (18)

Q(±)(ξ, t, ε) =
∞∑
k=0

εkQ
(±)
k (ξ, t), (19)
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Π(b)(ζb, ε) =
∞∑
k=0

εkΠ
(b)
k (ζb), (20)

Π(a)(ζa, ε) =

∞∑
k=0

εkΠ
(a)
k (ζa). (21)

Подставим (16), (17) в уравнение (4), тогда f(u, x, ε)
можно представить в виде следующей суммы:

f
(
u(x, t, ε), x, ε

)
= f̄(x, ε) +Qf(ξ, ε) + Πf(ζ, ε), (22)

где

f̄(x, ε) = f
(
ū(x, ε), x, ε

)
, (23)

Qf(ξ, t, ε) = f
(
ū(x(ξ), ε) +Q(ξ, t, ε), x(ξ), ε

)
−

− f
(
ū(x(ξ), ε), x(ξ), ε

)
, (24)

Π(a)f(ζa, ε) = f
(
ū(x(ζa), ε

)
+Π(a)

(
ζa, ε), x(ζa), ε

)
−

− f
(
ū
(
x(ζa), ε), x(ζa), ε

)
, (25)

Π(b)f(ζb, ε) = f
(
ū(x(ζb), ε

)
+Π(b)

(
ζb, ε), x(ζb), ε

)
−

− f
(
ū(x(ζb), ε), x(ζb), ε

)
. (26)

Выражения x(ξ), x(ζa), x(ζb) задаются с учетом опре-
деления растянутых переменных (15). Приравнивая
по отдельности слагаемые, зависящие от переменных
x, ξ, ζa, ζb, получим следующие уравнения для опре-
деления членов асимптотического разложения (16)
и (17):

(
ε2k

∂2

∂x2
− ε2V (x)

∂

∂x

)
ū(x, ε) = f̄(x, ε), (27)

(
ε2

∂

∂t
− ε

∂

∂ξ

∂x⋆

∂t
+ εV (x⋆)

∂

∂ξ
− ε2µ

∂2

∂ξ2
∂

∂t
+

+εµ
∂3

∂ξ3
∂x⋆

∂t
− k

∂2

∂ξ2

)
Q(ξ, t, ε) = −Qf(ξ, t, ε), (28)

(
k
∂2

∂ζ2a
− εV (a)

∂

∂ζa

)
Π(a)(ζa, ε) = Π(a)f(ζa, ε), (29)

(
k
∂2

∂ζ2b
− εV (b)

∂

∂ζb

)
Π(b)(ζb, ε) = Π(b)f(ζb, ε). (30)

В каждом приближении для функций переходного
слоя будем сначала решать задачу слева от точки пе-
рехода, а затем — справа, считая известными значе-
ния самой функции и ее производной слева от точки
перехода. Затем проведем процедуру сшивания реше-
ния в точке перехода.

1.4. Нулевое приближение

Пограничные функции стационарны, не влияют на
движение ВПС, определяются стандартным образом
из уравнения второго порядка, поэтому выражения
Π(a), Π(b), такие же, как в работе [7]. Не будем их
рассматривать.

Уравнение для определения регулярной функции
нулевого приближения имеет вид f(ū, x, 0) = 0. Реше-
нием этого уравнения является разрывная функция
ū(−)(x) = φ(−)(x), ū(+)(x) = φ(+)(x).

Функции переходного слоя в нулевом приближении
слева от точки перехода определяется из уравнения

kQ
(−)
0ξξ = f

(
ū
(−)
0 (x0) +Q

(−)
0 , x0, 0

)
− f

(
ū
(−)
0 (x0), x0, 0

)
.

(31)
Граничные условия сшивания и условия убывания на
бесконечности имеют вид

Q
(−)
0 (0, t) + ū

(−)
0 (x0) = φ(⋆)(x0), Q

(−)
0 (−∞) = 0. (32)

Используя метод понижения порядка, получим урав-
нение первого порядка

dQ
(−)
0

dξ
=

√
2

k

(∫ ũ(−)

φ(−)(x0)

f(u, x0, 0)du

)1/2

,

где ũ(−)(ξ) = ū
(−)
0 (x0) +Q

(−)
0 (ξ, t).

Функцию переходного слоя справа от точки перехо-
да найдем из краевой задачи

kQ
(+)
0ξξ = f

(
ũ(+), x0, 0

)
− f

(
ū
(+)
0 (x0), x0, 0

)
,

Q
(+)
0 (0, t) + ū

(+)
0 (x0) = φ(⋆)(x0), Q

(+)
0 (+∞) = 0,

решение которой имеет вид

dQ
(+)
0

dξ
=

√
2

k

(∫ ũ(+)

φ(+)(x0)

f(u, x0, 0)du

)1/2

,

где введено аналогичное обозначение ũ(+)(ξ) =

ū
(+)
0 (x0) +Q

(+)
0 (ξ, t).

1.5. Первое приближение

Регулярная функция первого приближения опреде-
ляется из уравнения fu(ū0, x, 0)ū1(x)+fε(ū0, x, 0) = 0,
которое получается из (27) после собирания членов
порядка ε в представлении всех слагаемых в виде ря-
дов Тейлора по степеням малого параметра. Решение
в силу наложенных условий существует и выражается
следующим образом:

ū1(x) = − fε(ū0, x, 0)

fu(ū0, x, 0)
. (33)
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Для функции переходного слоя слева от точки перехода из (28) получим уравнение

(
k
∂2

∂ξ2
− fu

(
ũ
(−)
0 (ξ), x0, 0

))
Q

(−)
1 (ξ, t) = q

(−)
1 (ξ, t), (34)

где

q
(−)
1 (ξ, t) = (−W0 + V (x0))Q

(−)
0ξ + µW0Q

(−)
0ξξξ+

+
(
fu(ũ

(−)(ξ), x0, 0)− fu(ū
(−)
0 (x0), x0, 0)

)(
ū
(−)
1 (x0) + ū

(−)
0x (x0)(x1 + ξ)

)
+

+
(
fx(ũ

(−)(ξ), x0, 0)− fx(ū
(−)
0 (x0), x0, 0)

)
(x1 + ξ) + fε(ũ

(−)(ξ), x0, 0)− fε(ū
(−)
0 (x0), x0, 0),

введено обозначение W0(t) = x′
0(t). Граничные условия

Q
(−)
1 (0, t) = −ū

(−)
1 (x0)− ū

(−)
0x (x0)x1 + φ(⋆)

x (x0)x1, Q
(−)
1 (−∞, t) = 0. (35)

Выпишем решение для Q
(−)
1 (ξ, t) в явном виде:

Q
(−)
1 (ξ, t) = Q

(−)
1 (0, t)

Φ̃(−)(ξ)

Φ̃(−)(0)
− Φ̃(−)(ξ)

k

∫ ξ

0

(Φ̃(−)(η))−2

∫ −∞

η

Φ̃(−)(σ)q
(−)
1 (σ, t)dσdη, (36)

где Φ̃(−)(ξ) =
d(ū

(−)
0 (x0)+Q

(−)
0 )

dξ .

Для функции переходного слоя справа от точки перехода получим уравнение
(
k
∂2

∂ξ2
− fu(ũ

(+)
0 (ξ), x0, 0)

)
Q

(+)
1 (ξ, t) = q

(+)
1 (ξ, t), (37)

где

q
(+)
1 (ξ, t) = (−W0 + V (x0))Q

(+)
0ξ + µW0Q

(+)
0ξξξ+

+
(
fu(ũ

(+)(ξ), x0, 0)− fu(ū
(+)
0 (x0), x0, 0)

)(
ū
(+)
1 (x0) + ū

(+)
0x (x0)(x1 + ξ)

)
+

+
(
fx(ũ

(+)(ξ), x0, 0)− fx(ū
(+)
0 (x0), x0, 0)

)
(x1 + ξ) + fε

(
ũ(+)(ξ), x0, 0

)
− fε

(
ū
(+)
0 (x0), x0, 0

)
.

Уравнение (37) следует дополнить условиями сшивания решения в точке перехода и условием убывания
функции переходного слоя при ξ → +∞,

Q
(+)
1 (0, t) = −ū

(+)
1 (x0)− ū

(+)
0x (x0)x1 + φ(⋆)

x (x0)x1, Q
(+)
1 (+∞, t) = 0. (38)

Решение этой краевой задачи также можно найти в квадратурах:

Q
(+)
1 (ξ, t) = Q

(+)
1 (0, t)

Φ̃(+)(ξ)

Φ̃(+)(0)
− 1

k
Φ̃(+)(ξ)

∫ ξ

0

(Φ̃(+)(η))−2

∫ +∞

η

Φ̃(+)(σ)q
(+)
1 (σ, t)dσdη, (39)

где Φ̃(+)(ξ) =
d(ū

(+)
0 (x0)+Q

(+)
0 )

dξ .

В силу условия баланса Φ̃(+)(0) = Φ̃(−)(0) = Φ̃(0).
Условие сшивания первых производных для функции ВПС первого приближения имеет вид

Q
(−)′
1ξ (0, t) + φ(−)′

x (x0) = Q
(+)′
1ξ (0, t) + φ(+)′

x (x0). (40)

После подстановки (36) и (39) получим

Q
(−)′
1ξ (0, t)−Q

(+)′
1ξ (0, t) =

(
Φ̃

(−)′
ξ (0)

Φ̃(0)
Q

(−)
1 (0, t)−

Φ̃
(+)′
ξ (0)

Φ̃(0)
Q

(+)
1 (0, t)

)
+

+
1

kΦ̃(0)

∫ 0

−∞
Φ̃(−)(ξ)q

(−)
1 (ξ, t)dξ +

1

kΦ̃(0)

∫ ∞

0

Φ̃(+)(ξ)q
(+)
1 (ξ, t)dξ.



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА УЗФФ 2, 120203 (2012)

120203-62012 УЗФФ

Выделим в выражении q
(±)
1 (ξ, t) слагаемые, содержащие W0,

q
(±)
1 (ξ, t) = −W0Q

(±)
0ξ + µW0Q

(±)
0ξξξ +K

(±)
1 (ξ, t),

причем в K
(±)
1 (ξ, t) отсутствуют x′

0, x
′
1:

K
(±)
1 (ξ, t) = V (x0)Q

(±)
0ξ +

+
(
fu(ũ

(±)(ξ), x0, 0)− fu(ū
(±)
0 (x0), x0, 0)

)(
ū(±)(x0) + ū

(±)
0x (x0)(x1 + ξ)

)
+

+
(
fx(ũ

(±)(ξ), x0, 0)− fx(ū
(±)
0 (x0), x0, 0)

)
(x1 + ξ) + fε

(
ũ(±)(ξ), x0, 0

)
− fε

(
ū
(±)
0 (x0), x0, 0)

)
.

Тогда условие сшивания можно представить в виде:

Φ̃′
ξ(0)

Φ̃(0)
(Q

(−)
1 (0, t)−Q

(+)
1 (0, t)) +

1

kΦ̃(0)

∫ 0

−∞
Φ̃(−)(ξ)

(
−W0Q

(−)
0ξ + µW0Q

(−)
0ξξξ +K

(−)
1 (ξ)

)
dξ+

+
1

kΦ̃(0)

∫ ∞

0

Φ̃(+)(ξ)
(
−W0Q

(+)
0ξ + µW0Q

(+)
0ξξξ +K

(+)
1 (ξ)

)
dξ +

(
φ(−)′
x (x0)− φ(+)′

x (x0)
)
= 0.

Учтем, что Φ̃(±)(ξ) = Q
(±)
0ξ и введем следующие обозначения:

T
(±)
1 =

∫ ±∞

0

(Q
(±)
0ξ )2dξ,

T
(±)
K1

=

∫ ±∞

0

Q
(±)
0ξ K

(±)
1 (ξ)dξ.

T
(±)
3 =

∫ ±∞

0

Q
(±)
0ξ Q

(±)
0ξξξdξ = Q

(±)
0ξ Q

(±)
0ξξ |±∞

0 −
∫ ±∞

0

(Q
(±)
0ξξ )

2dξ,

Из условия сшивания первых производных найдем выражение для скорости дрейфа ВПС в нулевом прибли-
жении:

W0 =
kΦ̃(0)(

(T
(−)
1 − T

(+)
1 )− µ(T

(−)
3 − T

(+)
3 )

)×

×

(
Φ̃′

ξ(0)

Φ̃(0)
(−Q

(−)
1 (0, t) +Q

(+)
1 (0, t)) +

1

kΦ̃(0)
(T

(−)
K1

− T
(+)
K1

)− (φ(−)′
x (x0)− φ(+)′

x (x0))

)
. (41)

Таким образом, координата точки перехода в нуле-
вом приближении x0(t) определяется из задачи Коши:

dx0

dt
= W0(x0), x0(0) = x00,

где x00 — начальное положение фронта, x00 ∈ (a, b).

Приведенные формулы справедливы для любой
функции f(u, x, ε), удовлетворяющей сформулирован-
ным ранее условиям. Однако, для расчета скорости
дрейфа первого приближения в аналитической фор-
ме необходимо найти функции переходного слоя ну-
левого приближения. В общем виде, для произволь-
ной f(u, x, ε), указанные функции получаются из ре-
шения нелинейного обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения первого порядка. Существует несколь-
ко примеров, для которых интегралы можно найти

аналитически. Пусть f(u, x, ε) = γu
(
u2−U2(x)

)
, тогда

Q
(+)
0 (ξ, t) = − 2U(x0)

Ce
2ξ
θ + 1

, Q
(−)
0 (ξ, t) =

2U(x0)

C−1e−
2ξ
θ + 1

,

(42)
где

θ =

√
2k

U2(x0)γ
, C =

U(x0) + φ(⋆)(x0)

U(x0)− φ(⋆)(x0)
. (43)

После вычисления интегралов, входящих в (1 1.5),
найдем явное выражение скорости дрейфа ВПС:

W0(x0) =
V − 3kUx(x0)

U(x0)

µ 4
5θ2 + 1

,
dx0

dt
= W0(x0). (44)

Задача Коши (44) определяет скорость фронта в мо-
мент времени t с учетом начального условия x0(0) =
x00 для случая f(u, x, ε) = γu

(
u2 − U2(x)

)
.
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Из уравнения (44) следует, что скорость фронта
волны не зависит от точки сшивания и определяется
только значением x0 координаты фронта ВПС. Этот
результат является физически оправданным и ожида-
емым.

Теперь можно указать промежуток времени, для
которого решение имеет вид КС с одним ВПС. Это
будет иметь место до тех пор, пока центральная точ-
ка ВПС, определяемая из задачи Коши для уравнения
(44) удалена от левого и правого концов промежутка
(a, b) на расстояние d ≫ θ, где θ есть толщина ВПС,
определенная в (43).

1.6. Приближения высших порядков

Заметим, что начиная с первого приближения все
последующие получаются из решения линейных кра-
евых задач такого же вида как (34) и (37). Соответ-
ственно, явные выражения для функций переходного
слоя очередного приближения находятся в явном ви-
де, так же как (36) и (39). Легко доказать, что для вы-
числения координаты точки перехода получится зада-
ча Коши такого же вида, как (44). Таким образом,
для уравнения КПП со сбаллансированной неодно-
родностью в m–м порядке аппроксимации сначала на-
ходятся функции переходного слоя m–го порядка из
линейной краевой задачи, причем на этом этапе ско-
рость Wm не определяется, так как эта краевая зада-
ча данную величину не включает. Затем определяется
Wm−1, причем эта величина определяется как функ-
ционал от Q

(±)
m . Можно показать (но это доказатель-

ство выходит за рамки даной работы), что все указан-
ные линейные краевые задачи разрешимы, причем все
интегралы в явном представлении решения равномер-
но сходятся.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Рассмотрим несколько примеров численного моде-
лирования движения ВПС. На рис. 2 представлено
движение ВПС для уравнения реакции–диффузии в
среде со сбалансированной неоднородностью. Функ-
ции φ(±)(x), φ(0)(x) выбраны следующим образом:
φ(−)(x) = −0.5 − 0.125(x − 1)2, φ(0)(x) = 0, φ(+)(x) =
0.5 + 0.125(x − 1)2, k = 0.001. Параметры подобраны
так, чтобы в точке x = 1 скорость дрейфа была равна
нулю. Рассчитанная по формуле (44) скорость дрейфа
в точке x = 3 равна W0 = 0.0015, измеренная в чис-
ленном эксперименте скорость дрейфа в той же точке
равна W̃0 = 0.001507.

Рассмотрим движение ВПС для уравнения ОКПП
в неоднородной среде со сбалансированной неодно-
родностью, рис. 3. Параметр µ = 0.0025 выбран так,
чтобы в соотвествии с (44) скорость дрейфа в точке
x = 3 была ровно в два раза меньше, чем для урав-
нения реакции-диффузии. Измеренная в численном

Рис. 2: Дрейф ВПС для уравнения реакция–диффузия в
среде со сбалансированной неоднородностью

эксперименте скорость дрейфа в точке x = 3 равна
W̃0 = 0.000753. Более подробный анализ показыва-
ет, что отличие от точного значения обусловлено сла-
гаемым εW1 ряда (12). На рис. 4 показана эволюция

Рис. 3: Дрейф ВПС для уравнения КПП в среде со сба-
лансированной неоднородностью

КС для уравнения ОКПП в неоднородной среде с точ-
кой нулевой скорости, φ(+)(x) = 0.5 + 0.125(x− 2)2 =
−φ(−)(x). В первом приближении скорость дрейфа в
точке x = x0 = 2 равна нулю, решение уравнения дви-
жения ВПС имеет вид x⋆(t)−xc = (x⋆

0−xc)e
−(t−t0)/δt,

где x⋆(t) есть координата центральной точки ВПС,
x⋆
0 — начальное условие, т. е. координата центральной

точки ВПС в заданный момент времени t0, xc — ко-
ордината точки экстремума функции φ(+)(x).Таким
образом, время жизни КС в первом приближении в
данном случае бесконечно велико. Можно показать,
что во втором приближении для скорости дрейфа вре-
мя имеет конечное значение, так что время жизни
КС конечно, как и показывает рис. 4. После того,
как два ВПС противоположной полярности сближа-
ются на расстояние, сравнимое с толщиной ВПС, про-
исходит взаимное уничтожение двух ВПС, после че-
го решение перестает быть контрастной структурой.
На рис. 5 изображена эволюция сложной КС с двумя
ВПС, в которой происходит структурная перестройка
КС за счет сближения ВПС на расстояние, сравнир-
мое с толщиной ВПС.



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА УЗФФ 2, 120203 (2012)

120203-82012 УЗФФ

Рис. 4: Эволюция КС для уравнения КПП в неоднородной среде с точкой нулевой скорости

Рис. 5: Эволюция сложной КС с двумя ВПС

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе с помощью метода погранфункций бы-
ло построено асимптотическое разложение решения
нестационарного уравнения псевдопараболического
типа вида КС, найдена скорость движения фронта

в нулевом и первом приближении.
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small parameter is used. Several basic terms of the series for the velocity of internal transition layer movement are found.
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